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Subdivision des Nombres de Narayana suivant deux Parametres 
Supplementaires 
GERMAIN KREWERAS ET YVES POUPARD* 
In any n-bridge, apart from the parameter p (total number of jumps or of landings), which is 
known to be distributed according to the Narayana law, the paper introduces two additional 
parameters i and j, respectively defined as the number of long jumps and the number of long 
non-final landings (long means consisting of at least two steps). It is shown that the number of 
n-bridges with prescribed p, i and j is a remarkably simple monomial function D(n, p, i,j). The 
proof makes use of the auxiliary concept of 'pseudo-bridge' and is mainly combinatorial but also 
partly analytical. 
1. PRESENTATION 
Dans tout ce qui suit nous appelons pont deportee n (cf. [ 4], [2]) un mot de 2n lettres 
ecrit avec !'alphabet {a, b}, employant n fois chacune des deux lettres, et tel que, 
'<lk E {1, 2, ... , n}, le k-ieme a apparaisse avant le k-ieme b. 
Dans tout pont P, nous appelons saut (resp. palier) toute succession maximale, au sens 
de !'inclusion, de lettres a (resp. b), laquelle pourra etre notee a }'aide d'un exposant 
approprie; celui-ci sera la longueur du saut (resp. palier) correspondant. Un pont est 
done toujours une altemance de p sauts et de p paliers. 
11 est bien connu que le nombre de ponts deportee n ayant p paliers (ou p sauts) est 
egal a 
ces nombres sont appeles 'nombres de Narayana' ou parfois 'nombres de Runyon' ([5], 
p. 17). 
Les sauts ou les paliers seront dits longs ou courts suivant que leurs longueurs sont 
~2 ou egales a 1. 
Un role particulier sera joue ici par les parametres descriptifs 'nombre de sauts longs' 
et nombre de paliers non-terminaux longs' (le demier palier, ou palier terminal, meme 
s'il est long, n'est pas compte). 
11 a ete etabli recemment [3] que le parametre k = i + j (pour n donne mais p non 
specifie) est distribue lui aussi suivant la 'loi de Narayana'. Dans ce qui suit on etudie 
la loi de distribution croisee des trois parametres p, i etj. Plus precisement, si l'on appelle 
~(n, p, i,j) I' ensemble des ponts deportee n presentant p paliers, i sauts longs etj paliers 
non-terminaux longs, le but du preset article est de montrer que le cardinal de ~(n, p, i,j) 
a une expression monome particulierement simple, a savoir 
. . 1 (p) ( p ) ( n - p - 1) ( n - p) l~(n,p, I,J)i=-p i j+1 i-1 j . 
Pour ce faire, on aura notamment besoin d'introduire les ensembles respectifs II(s, t) 
et II*(s, t) des t-compositions et des t-pseudo-compositions d'un entier s, c'est-a-dire 
(conformement au langage employe dans [1], p. 132) !'ensemble des suites de s entiers 
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de somme t, ou les s entiers en question sont astreints a etre non-negatifs pour II et 
positifs pour II*. II est bien connu que 
(s-1) et III*(s, t)l = . t-1 
On sera amene en particulier a considerer, pour des valeurs appropriees des entiers u 
et v, les trois ensembles 
II(p-i-j+v, i+j+l), II*(n-p+u, i+j) et [lf>(i+j, i, u, v) 
ainsi que Ia reunion des produits cartesiens 
~= U II(p-i-j+v,i+j+l)xii*(n-p+u,i+j)x[ll>(i+j,i,u,v), 
(u,v) 
Ia reunion etant etendue a tous les couples ( u, v) qui rendent non-vide le produit cartesien 
sous le signe U. 
Le point central de Ia methode utilisee consistera a construire d'abord une bijection 
particuliere de [lf>(n,p, i,j) dans~; ce sera l'objet du § 3. Ainsi par exemple au pont P 
defini par 
P = (ababa2ba5ba3bab4a3ba2b2ab4a4b5abab3) E [lf>(25, 12, 6, 4) 
on sera amene a faire correspondre le tiplet ( Y, Z, P'), avec 
pour lequel 
Y=(200 1000000 1), 
z = (1 2 2 1 1 2 2 1 3 1), 
P' = (aba3ba2b2abab3a2b2), 
Y E II(4, 11) = II(12-6-4+ v, 6+4+ 1), avec v = 2, 
Z E II*(16, 10) = II*(25 -12+ u, 6+4), avec u = 3, 
P' E [lf>(lO, 6, 3, 2) = [lf>(6+4, 6, 3, 2). 
Avant cette construction on aura introduit au § 2 Ia notion de pseudo-pont et plusiers 
notions annexes qui jouent un role important dans Ia demonstration. Le § 4 permettra 
enfin d'etablir le resultat annonce. 
2. LES 'PSEUDO-PONTS' 
2.1. Par definition nous appellerons pseudo-pont toute suite finie d'entiers non-nuls 
telle que pour tout A Ia somme des A premiers d'entre eux soit non-negative. 
Exemples de pseudo-ponts: 
Ql = (1 -11 -1 2 -1 5-1 3 -1 1 -4 3 -1 2 -2 1 -4 4 -51 -11), 
Q2 = (1 4 2 -3 2 1 -1 -3 3 -4)' 
Q3 = (1 4 -3 -1 2 -3 2 1 3 -4 ), 
Q4=(1-13 -12-21-11-32). 
2.2. Pour tout pseudo-pont Q, nous conviendrons des definitions et notations 
suivantes: 
(a) Ia longueur de Q, notee l( Q), est le nombre total de termes, 
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(b) Ia forme de Q, notee F( Q), est l'ensemble des rangs des termes positifs de Q; on a 
evidemment 1 E F( Q) "Q. On notera IF( Q)l = f( Q). 
On appellera a( Q) l'ensemble {1, 2, ... , /}- F( Q), et I' on notera Ia( Q)l = g( Q); d'ou 
f( Q) + g( Q) = 1( Q) = 1. 
(c) laportee de Q, notee s(Q), est Ia somme des termes positifs de Q; on a evidemment 
s(Q) ~ f(Q). 
Si I' on considere un pseudo-pont de longeur 1, soit Q = (x1x2 · · · x1), on a done 
F( Q) = {AixA ~ 1}, a(Q)={AixA ~-1}, s(Q)= L xA. 
AEF(Q) 
Exemples: 
/(Ql)=23 /(Q2)=10 /(Q3)=10 /(Q4)=11 
F( Q1) = {1 3 57 9 11 13 15 17 19 21 23} f( Q1) = 12 s( Q1) = 25 
a( Q1) = {2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22} g(Ql)=ll 
F( Q2) = {1 2 3 56 9} f(Q2) =6 s(Q2)=13 
a(Q2)={47810} g( Q2) =4 
F( Q3) = {1 2 57 8 9} f(Q3)=6 s(Q3) = 13 
a( Q3) = {3 4 6 10} g(Q3) =4 
F( Q4) = {1 3 57 9 11} f(Q4) =6 s(Q4) = 10 
a( Q4) = {2 4 6 8 10} g(Q4) = 5 
2.3 On considerera egalement a l'occasion les parties suivantes de {1, 2, ... , /}: 
F*( Q) ={A lxA ~ 2}, 
p-( Q) ={AlAE F( Q), A+ 1 E a( Q)}, 
a+( Q) ={AlAE a( Q), A+ 1 E F( Q)}, 
a*(Q)={AixA ~-2}, 
p+( Q) = F( Q)- p-( Q), 
a-( Q) =a( Q)- a+( Q). 
Nous designerons par les lettres f, g convenablement accentuees les cardinaux corre-
spondants. 
Exemples: 
F*( Q1) = {5, 7, 9, 13, 15, 19} 
a*( Q1) = {12, 16, 18, 20} 
F*( Q4 ) = {3, 5, 11} 
a*( Q4 ) = {6, 10} 
p-( Q2) = {3, 6, 9} 
p+( Q2) = {1, 2, 5} 
a+( Q2) = {4, 8} 
a-( Q2) = {7, 1o} 
p-( Q3) = {2, 5, 9} 
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2.4. Pseudo-ponts particuliers 
Un pseudo-pont Q = (x1 • • • x1) peut avoir comme propriete particuliere d'etre 'altern6' 
ou d'etre 'satur6'. 
2.4.1. Q sera dit alterne si tous ses termes positifs et eux seuls sont de rang impair: 
AEF(Q)~A impair (exemples Q1 et Q4 ci-dessus). A partir d'un pseudo-pont alterne 
ayant 2p -1 termes, on peut en ajoutant a Ia fin un (2p )-ieme terme, qui sera negatif, 
formerun pseudo-pont dont Ia somme des termes est nulle. La donnee d'un tel pseudo-pont 
alterne equivaut a Ia donnee d'un pont de meme portee. 
2.4.2. Q sera dit sature si, lorsqu'un terme positif est immediatement suivi d'un terme 
negatif, il est impossible de permuter ces deux termes sans que Ia suite cesse d'etre un 
pseudo-pont: VA E F-( Q), L~:~ xP < xA ( exemple Q3 ci-dessus). On verra plus loin 
qu'etant donne un pseudo-pont quelconque, il existe un pseudo-pont et un seul qui soit 
a Ia fois compose des memes termes et sature. 
3. BIJECTION CENTRALE 
Jere etape. On part d'un pont p E r!P(n, p, i,j) et I' on construit un pseudo-pont alterne 
T1(P) de longueur 2p -1, defini comme suit: 
Tt(P) = (xt.t, Xt,z •... , Xt,zp-t) 
avec, V p E {1, 2, ... , p }, x 1,zp-t =longueur du pieme saut de P 
V p E {1, 2, ... , p -1}, x1,2p = moins Ia longeur du pieme palier de P 
Dans les exemples ci-dessus, on a T1(P) = Q1• 
REMARQUE 1. Notons que l'on a f(T1(P))=p et g(T1(P))=p-1, d'ou, comme 
ann once, 1( T1 ( P)) = 2p- 1. 
On a aussi f*(T1(P)) = i, g*(T1(P)) =jet s(T1(P)) = n. 
REMARQUE 2. La connaissance de Tl ( P) equivaut a celle de P; on note que Ia longeur 
du palier terminal de p est egale a Xt , somme qui est stictement positive. 
2eme etape 
(1 °) Au pseudo-pont T1(P) resultant de Ia 1ere etape on fait correspondre une suite 
T~(P) de meme longeur que T1(P): 
T~(P) = (x;,t. x;,2, ••• , x;,zp-t) 
telle que 
x;,Zp-1 = Xt,2p-1 -1, 
x;,zp = Xt,Zp + 1. 
Cette suite est ou n'est pas un pseudo-pont selon qu'elle n'a pas ou qu'elle a un ou 
plusieurs termes nuls. 
(2°) De Ia suite T;(P) on extrait Ia suite obtenue par suppression de tousles termes 
nuls; on obtient ainsi un pseudo-pont T2(P). Dans les exemples ci-dessus, on a T2(P) = Q2 • 
REMARQUE 3. On a 
f(Tz(P)) = f*(T1(P)) = i, 
g(T2(P)) = g*(T1(P)) = j, 
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d'ou 
l(TiP))= i+j. 
On a aussi 
s(TiP)) = s(T,(P))- p = n- p. 
REMARQUE 4. La connaissance de T2(P) ne permet pas en general de reconstituer 
T1(P). 
3eme etape 
(1°) Au pseudo-pont T1(P) on fait correspondre une suite S~(P) de i+j+l entiers 
non-negatifs, 
definie comme suit. 
Si F*(T,(P)) u G*(T,(P)) ={p1p2 · • • Pi+i}, avec 1 ~p, < P2< · · · Pi+i ~2p -1, et si, de 
plus, on pose Po= 0 et Pi+i+l = 2p, alors yi = nombre de termes de T1 ( P) egaux a 1 et de 
rang strictement compris entre PA et PA+l (A = 0, 1, ... , i + j). 
REMARQUE 5. L~+,;!0 yi =p-i (nombre de sauts 'courts' du pont P). 
REMARQUE 6. Pour A E {0} u F-( TiP)) u G+( TiP)), on a 
PA+l- PA -1 = 2yi, avecyi ~0. 
Pour A E F+(TiP)), on a 
PA+l- PA -1 = 2yi + 1, avecyi~O. 
PA+l- PA -1 = 2yi -1, avec yi ~ 1. 
(2°) A Ia suite S~(P) on associe une suite S,(P) de meme longeur, 
S,(P) = (YoY! · · · Yi+i), 
telle que 
yA=yi si AtG-(TiP)), 
JA=yi-1 si AEG-(T2(P)). 
Avec les exemples du § 1, on peut verifier que S,(P) = Y. 
REMARQUE 7. 
i+j i+j 
L YA = L y'- g-(TiP)) = p- i-(j- v), ou v = g+(T2(P)). 
A=O A=O 
S,(P) est done une (i + j +I)-pseudo-composition de l'entier p-i-j + v. 
REMARQUE 8. On a toujours 
-lPA+l-PA -1J YA- 2 . 
Plus precisement pour A E{O}u F-(T2(P))u G+(T2(P)), on a PA+l =pA +2yA +1, et pour 
AEF+(TiP))uG-(T2(P)), on a PA+ 1 =pA+2yA+2. 
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REMARQUE 9. II est aise de s'assurer que Ia connaissance simultanee de TiP) et de 
S1(P) permet de reconstituer T1(P). 
4eme etape. Au pseudo-pont T2(P) resultant de Ia 2eme etape on associe le pseudo-
pont sature TiP) ayant les memes suites extraites de termes positifs et de termes negatifs. 
Exemple: pour TiP)= Q2, on a TiP)= Q3• 
REMARQUE 10. On a toujours 
j(T3(P)) =/(TiP))= i 
et 
g( T3(P)) = g( TiP))= j, 
d'ou 
I( TiP))= l(T2(P)) = i+ j. 
D'autre part s(TiP)) = s(T2(P)) = n-p. 
REMARQUE 11. On peut reconstituer T2(P) si l'on connalt F(TiP)) et T3(P). 




F( T3 ( P)) = { vh v2, ... , v;} avec 1 = v1 < v2 < · · · < v; ~ i + j. 
(on a toujours par construction /-Lp~vp). On peut poser en outre v;+ 1 =i+j+l. TiP) 
sera par definition le pseudo-pont alteme de longueur 2i -1, 
TiP)= (x4,h X4,2, ... , x4,2i-l), 
ou 
\>' p E {1, 2, ... , i} 
et 
x4,2p = /-Lp- /-Lp+l \>' p E { 1, 2, ... , i - 1}. 
Dans le cas des exemples choisis plus haut, on a T4(P) = Q4 • 
REMARQUE 12. 
i 
s(T4(P))= L x4,A= L x4,2p_1 =vi+1 -v1 =i+j. 
AeF(T4(P)) p=! 
REMARQUE 13. 
vp+!- vP,. 2 ¢:> vP E F-( TiP)) 
JLp- /-Lp+! ~ -2 ¢:> /-Lp+l-1 E o+(T2(P)); 
par consequent 
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et 
REMARQUE 14. La connaissance de TiP) perrnet de reconstituer F(T2(P)) et 
F(T3(P)). 
6erne etape. Au pseudo-pont alteme TiP) correspond evidemment un pont P' dont 
les sauts ont pour longueurs les terrnes positifs de TiP), et dont les paliers non-terrninaux 
ont pour longueurs les valeurs absolues des terrnes negatifs de T4(P). P' a t>our portee 
i + j (remarque 12); son nombre de paliers est i. D'autre part (remarque 13) le nombre 
u de sauts longs est u = f-( T3(P)) et le nombre v de paliers non-terrninaux longs est 
v=g+(T2(P)). On a ainsi 
P' E PP( i + j, i, u, v ). 
7eme etape. Au pseudo-pont 
T3(P) = (x3,h X3,2, · · ·, x3,i+i) 
on fait d'autre part correspondre une suite SiP)= (z1z2 · · · zi+i) de i + j entiers positifs 
telle que les terrnes dont le rang appartient au segment [ vP, vp+! -1 ], avec 1 ~ p ~ i, se 
definissent comme suit: 
{1°) Si vP E p+(T3(P)), (vp+!- vP = 1) 
"'p+l-1 
zv. = 1 + L x3,A 
A=! 
vP+1 
zv.+! = x3,vp- L x3,Ao 
A=! 
zA=-x3,A, 'fiAE[vp+2,vp+l-1l 
Avec les exemples introduits plus haut, on a SiP)= Z. 
REMARQUE 15. On a toujours 
si vP E p+( TiP)), 
Vp E p-( T3(P) ). 
Par consequent on peut ecrire successivement 
i+j 
L zA= L X3,A+F(T3(P)) 
A=! AEF(T,(P)) 
=n-p+u. 
SiP) est done bien une (i +i)-composition de n- p + u. 
REMARQUE 16. La connaissance simultanee de SiP) et de F(T3(P)) permet de 
reconstituer T3(P). 
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On a finalement ainsi etabli I' existence d'une bijection de ~(n, p, i,j) sur Ia reunion 
R =U(u,v) fl(p- i- j+ v, i+ j+ 1) xfl*(n- p+ u, i+ j) X ~(i+ j, i, u, v). 
4. CoNSEQ_UENCE 
Si I' on appelle D(n, p, i,j) le cardinal de ~(n, p, i,j), Ia bijection construite a pour 
consequence l'egalite 
. . (p+v)(n-p+u-1) ... D(n,p, I,J)= L . . . . D(I+J, 1, u, v). 
(u,v) I+] l+j-1 (I) 
Notons que les definitions memes de i et j impliquent que 2i""' n et 2j""' n -1, ce qui 
entralne que i + j""' n -1; Ia formule ( 1) est done une recurrence permettant de calculer 
de proche les valeurs de D considere comme fonction de son premier argument. 
Nous allons donner de D une expression monome simple en fonction de ses quatre 
arguments, a savoir 
. . 1 (p) ( p ) ( n - p - 1) ( n - p) D'(n,p, I,J)=p i j+1 i-1 j · (2) 
Pour montrer que I' on a toujours D = D', nous raisonnerons par recurrence sur n, apres 
verifications triviales pour n = 0 et n = 1. La demonstration revient alors a verifier que 
!'expression (2) satisfait a Ia meme recurrence que (1), ce qui equivaut a demontrer 
l'identite 
.!.(~)(. P )("~p-1)("~P) = L (~+~)("~p:u-1)~( i)( i )(j-1)(j). p I ]+1 1-1 } (u,v) 1+1 l+j-1 I U v+1 U-1 V 
(3) 
II est commode, pour conduire le calcul, de se servir de Ia formule 
(4) 
qui est elle-meme facile a deduire de Ia formule bien connue (cf. [5], p. 15): 
Pour sommer par rapport au le produit des termes soulignes au 2eme membre de (3), 
on applique Ia formule (4) avec z = n- p, o: = j, {3 = i -1 et A= u -1 ce qui fournit 
("~!i"" 1 )("_?), c'est-a-dire precisement Ia partie soulignee au 1er membre de (3). II reste 
alors a verifier que 
!L (p+v)( i )(j) =!(P)( p ) i v v+j v+1 v p i j+1 ' 
ce qui resulte a nouveau de Ia formule (4) appliquee cette fois avec z=p, o:=j+1, 
{3 = i -1 et A= v. L'identite (3) est ainsi etablie, et I' on sait definitivement que 
. . 1 (p) ( p ) ( n - p - 1) ( n - p) D(n,p, I,J)=p i j+1 i-1 j · 
NOTE 
Le referee de cet article indique Ia possibilite de demontrer plus brievement le resultat 
ci-dessus, en utilisant les idees deN. Dershowitz et S. Zaks, dans 'Enumeration of ordered 
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trees', Disc. Math. 31 (1980), 9-28, notamment le 'cycle lemma' de Dvoretzky-Motzkin. 
Nous lui sommes reconnaissants de ses remarques et le renvoyons a un prolongement 
de ce travail, destine a paraitre dans les Actes du Colloque de Combinatoire Enumerative 
de l'Universite du Quebec a Montreal (mai-juin 1985), sous le titre 'Joint distributions 
of three descriptive parameters of bridges'. 
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